SIDUMID JA SEOSED




Kahe hulga positsioneerimatus paaris

* Vaatleme kaht hulka H, ning H, ja neist
koosnevaid paare { H;, H, } ning { H,, H, }.

e Kuna molemad paarid koosnevad samadest
elementidest, siis ekstensionaalsuse aksioomi
pohjal peab kehtima vérdus {H,, H,}={H,, H; }.

Seetdttu voime delda, et paaris pole
pohimétteliselt selge, kumb element on esimene ja

kumb on teine
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Kahe hulga positsioneerimatus paaris
e Probleem: Mida tahendab on esimene voi on teine

* Probleem: Milline peaks olema niisugune
konstruktsioon uue hulga G' moodustamiseks, mis
(1) on moodustatud kahest hulgast H', ja H',
lahtudes, kusjuures

(2) kui seda sama konstruktsiooni kasutades
moodustada veel moni uus hulk G" kahest hulgast
H", ja H", lahtudes,

siis vordus G' = G" saab kehtida ainult juhul, kui
H', =H", jasamas H', = H",.
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Jarjestatud paari moodustamine

* Vaatleme kaht hulka H; ning H, ja neist moodustatud uut
hulka G, mille korral kehtib vérdus G={ {H,}, {H,, H,} }

Teoreem. Kui mingite hulkade H'; ja H', korral
G'={{H';}, {H';, H.} } ja mingite hulkade H", ja H", korral
G"={{H",},{H",, H",} }, siis
vordus G'=G" kehtib ainult juhul, kui kehtivad vordused
H',=H", ja H', =H",.

Markus. Asjaesitatud teoreemi alusel vBime eelsdnastatud
probleemi lahendada jargmise moodustamise viisi abil:

itht,1}}
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Jarjestatud paarid

Madaratlus. (Kuratowski 1921) Hulkadest H, ning H,
moodustatud uut hulka G, mille korral kehtib vordus

G={ {H,}, {H,, H,} } nimetame hulkadest H, ja H, moodustatud
jarjestatud paariks ning tahistame kirjutisega ( H;, H, ).

Seejuures nimetame hulka H, jarjestatud paari ( H;, H,)
esimeseks elemendiks ja hulka H, jarjestatud paari ( H;, H, )
teiseks elemendiks.

Jareldus. Vordus ( H';, H',) = (H";, H", ) kehtib parajasti siis, kui
kehtivad vérdused H';=H", ja H',=H",
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Suvalise pikkusega sidumid ehk korteezid
Maaratlus. Hulkadest H,, H,, H;, ..., H., H ,, moodustatud
sidumiteks ehk korteezideks nimetame jargmisi hulki:

Jarjestatud paari ( H;, H, ) nimetame hulkadest H, ning H,
moodustatud kahekohaliseks sidumiks ehk korteeziks, mille
esimeseks elemendiks nimetame hulka H, ja teiseks
elemendiks nimetame hulka H,

Olgu ( H;, H,, Hj, ..., H_) n-kohaline sidum.

Jarjestatud paari (( H;, H,, H;, ..., H_), H_,; ) nimetame
hulkadest H,, ..., H_,; moodustatud n+1-kohaliseks sidumiks
ehk korteeziks ja tahistame kirjutisega (H,,H,,H3,...,H_,H_.,),
mille esimeseks elemendiks nimetame hulka H, ja teiseks
elemendiks nimetame hulka H, ... ... ja n+1-ks elemendiks
nimetame hulka H, ,,
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Sidumite ehk korteezide vordlemine

Korteezide ehk sidumite pohiteoreem.

Kaks korteezi on vordsed parajasti siis kui nad on the ja
sama kohalisusega (naiteks molemad on
kolmekohalised) ja kui samadel (ehk tapsemalt sama
numbriga) kohtadel figureerivad samad hulgad.

Ehk teiste sbnadega: Vordus
(A, A, A, ., A )=(B,, B,, B;, ..., B ) kehtib parajasti
siis, kui kehtivad vordused n = m ning
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Naturaalarvudest moodustatud
jarjestatud paarid

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4} (0,5) (0,6) . ... ..
(1,05 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) ... ... ..
(2,05 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6) ... ...
(3,0) (3,1 (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6) ... .....
(4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6) ... ...
(5,0) (5,1) {5,2) (5,3) (5,4} (5,5) (5,6) ... .. ..
(6,0) (6,1 (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6) ... .. ..

Probleem: Leida Ulalesitatud tabelis igale paarile {x,y) seda
iseloomustav number n nonda, et teades numbri n vaartust,
saame teada ka vastavate x ja y vaartused.
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Naturaalarvudest moodustatud jarjestatud
paaride Cantori numeratsioon

(0,0 (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5) (0,6) ... ... ..
(1,0) (1,1) (1,2 (1,3) (1,4) (1,6) v .. ..
(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) (2,5) (2,6) . .. ..
(3,0) (3,1) (3,2) (3,4 (3,5) (3,6) ... ... .
(4,0) (4,1) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6) ... ... ..
) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6) ... .. ..

(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6) ... .. ..

Paari (x,y) Cantori number c(x,y) = x + (x+y)(x+y+1)/2
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Georg Cantor

Georg Ferdinand Ludwig
Philipp Cantor

3.marts, 1845

Saint Petersburg, Venemaa

6.Jaanuar, 1918 (vanuses 72) |
Halle, Province of Saxony,
German Empire
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Cantori funktsioonid

Maaratlus. Cantori funktsioonideks,

mille tahisteks on kirjutised c™ ja c

m=2ningm=j=1, nimetame

funktsioone, mille korral on taidetud

jargmised tingimused:

c2(x,y) = c(x,y) = x + (x+y)(x+y+1)/2

C,,(n) =n—w(w+1)/2 ja c,,(n) =w —c,,(n), kus w on

esimene niisugune arv, mille korral kehtivad vorratused
w(w+1)/2 < n < (w+1)(w+2)/2

c™L(x,y, ..., z,u) = c(c™(x,y, ..., z), u)

Cs1me1(N) = C55(N), Ciim (N) = Cyo(Cyq(N)), .. ...

C,i1o (N)=Cys(Cyq(--.(Cyq(N)...)), Criqq (N)=Coq(Cyq(..c(Chq(N)...))

kus

mj’
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Cantori funktsioonide omadusi

e Kui c%(x,y) = n, siis ¢,,(n) =x jac,(n)=y

n o |1 (2 |3 |4 |5 (6 (7 |8 (9 (10|11 |12 |13 |14 |15(16 |17 |18 (19|20

Cy(n)(o0 (0120 (1 (2 0|1 2 (3 (0 |1 |2 |3 |4 |0 |1 |2 |3 |4 |5
Cxp(n)(o0 (1 )02 (1 /0 (3 2 |1 (0 (4 |32 |1 |0 (5 |4 3|2 |1 |0

C?(Cy1(N) s C(N)) =N

Co1(C5(X,y)) = X

C(C2(X,y)) =y

Kui ¢3(x,y,2) = m, siis C5;(M) = X, C3,(M) =Y, C35(M) = Z
C3(C31(M) , C5p(M), C33(M)) =M

Ca1(C3(X,y,2)) = X

C3(C°(X,Y,2)) =Y

Ca3(C3(X,y,2)) = Z
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Cartesiuse korrutised

Maaratlus. Hulkade A ja B Cartesiuse korrutiseks nimetame
hulka {{a,3) [ (e A)&(PEB)},

mida tahistame kirjutisega AxB.

Seega - AxB = {{a.,3) | (ae.e A)&(P€B)}
Naide 1. Kui A={1,2} ja B={x,y,z}, siis E‘u
AxB={(1,x), (1,y), (1,2), {2,X), {2,¥), (2,2)}
BxA={(x,1), (X,2), (V,1),(Y,2), (z,1), (2,2)}
Jareldus. Uldjuhul AxB # BxA

Madratlus (jarg). Ax...xBxC=(Ax...xB)xC

René Descartes
(1596 — 1650)

Teoreem. Kui hulgad A,..., B, C on |6plikud, siis
E(Ax...xBxC)=E(A)-...-E(B)-E(C).
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Cartesiuse astmed

Maaratlus. Hulga A Cartesiuse astmed
AP=1={F} A=A Aln+l=Aln)x A
Naited. Kui H={0.,1}, siis

Hl=H

H\%={(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)},

H13)={(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), {(0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), {(1,1,1)}
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Predikaatide maaratlus |

» Uhekohaliseks predikaadiks hulgas H ehk hulga H elementide
omaduseks nimetame hulga H suvalist osahulka Q. Kui
tahistab hulga H elementide mingit omadust ja o tahistab hulga
H mingit elementi, siis

. Q(oc)felemendil o on omadus Q
» elemendil o on omadus Q[ aeQ
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Omaduste naited |

Vaatleme hulka {A\,<>,O, 3,0} ning omadust V,
V(o) | element a on nurgeline.
Sellisel juhul V={A,>, ¥}

Vaatleme hulka {A\,<>,O, 3,0} ning omadust €,
mille korral  Q([3) [ element B on Gmar.
Sellisel juhul Q ={O,0}

Vaatleme hulka {A\,<>,O, 3,0} ning omadust K,
mille korral  K(y) [ element v on isekulgne.
Sellisel juhul K=&

Vaatleme hulka {A\,<>,O, 3,0} ning omadust M,

mille korral  M(¢) | element € on mddtuv.
Sellisel juhul M={A,>,O,,0}

mille korral
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Omaduste naited I

Vaatleme hulka {1,2,3,4,5,6} ning omadust P,
mille korral P(m) [ element m on paarisarv.
Sellisel juhul P={2,4,6}

Vaatleme hulka {1,2,3,4,5,6} ning omadust T,
mille korral T(u)IeIement u on taisruut.
Sellisel juhul T={1,4}

Vaatleme hulka {1,2,3,4,5,6} ning omadust Q,
mille korral Q(t)IeIement t on kuuekohaline.
Sellisel juhul Q=Y

Vaatleme hulka {1,2,3,4,5,6} ning omadust Pos, mille korral
Pos(e)felement e on positiivne.
Sellisel juhul Pos={1,2,3,4,5,6}
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Predikaatide maaratlus |l

* k+1-kohaliseks predikaadiks ehk k+1-kohaliseks seoseks

hulkade H,, H,, ... ,H,, H,,, elementide vahel nimetame hulga
H,xH,x ... xH, xH,,, suvalist osahulka

Kui @ tahistab mingit seost H,, H,, ... ,H,, H,,, elementide vahel

jaoy, a,, ..., o, o, tahistavad mingeid elemente vastavatest
hulkadest, siis

o (0, Oy oo ) Oy Oy,y) J Ly, O, e, OO,y O,q ON SEOSES D

° 0Oy, O, ..., O, O, ON seoses O J [{a,, a,, ..., O, O, )ED]
& [DcH xH, % ... xH xH, ]

Teoreem. Mistahes m-kohaline seos on olemuselt m-kohaliste
predikaatide omadus.

Toestus. Tuleneb seose ja omaduse definitsioonist.
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Funktsionaalsed seosed

Maaratlus. Mingit k+2-kohalist seost F nimetatakse k+2-
kohaliseks funktsionaalseks seoseks ehk k+1-kohaliseks
funktsiooniks, kui selle seose koikide sidumite viimased
elemendid on eelnevate poolt Gheselt maaratud ehk lihemalt:

kui (X, .., Xiop, Y ) EF NING (X4, ..., X,ip,Y ) EF, SiisSy =y".
Kokkuleppeliselt kasutatakse jargmist tahistusviisi:
F(x,, ..., xk+1)=yf(x1, e s Xirr Y) EF

F(Xy, oo Xeag) J A VLF(Xy, ooe s Xio1)=Y & Kg oov, Xup,Y)YEF ]
Kokkulepe. Kahekohalise funktsiooni simbol kirjutatakse sageli

“vahele”, mitte ette. Naiteks m+n, mitte aga +(m,n).
Samas aga kirjutatakse reeglina max(o,[3), mitte aga o max 3.
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Funktsioonide naiteid

 Kahekohaline seos F, mille korral F(x)=tIx isaont on
tuhekohaline funktsioon

Kolmekohaline seos P, mille korral
P(x,y)=c | x ja 'y on c vanemateks
kahekohaline funktsioon
 Kolmekohaline seos d, mille korral
d(u,w):rf u ja w vaheline kaugus onr
on kahekohaline funktsioon
Neljakohaline seos Ekvid, mille korral
Ekvid(m,n,p,q) | [m—n|=[p—q|
kolmekohaline funktsioon
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